Corrigé 
Partie I : Quelques propriétés de la distance à un fermé 
I-A : Généralités 
1 dp < da : Pour tout x € À C B, on a par définition de dg(x), l'inégalité dp(x) < dA(x), d’où le 
résultat. 


2 Caractérisation de l’adhérence : Considérons un élément x € Æ. On sait qu’il existe une 
suite minimisante (anne, à valeurs dans À telle que d(r,ar) — dA(x). Le critère séquentiel de 
l’adhérence de À fournit le résultat alors. 


3-a dA(x) < d(x, y) + dA(y) : — Fixons x et y deux éléments de Æ. Pour tout a € A,on a 
da(x) < d(x, a) < d(x,y) + d(y, a). 
Il en résulte que pour tout a € À, on peut écrire 
dA(x) — d(x,y) < d(y,a), 


et par suite 
da(x) — d(x,y) < da(y) soit  da(x) < d(x,y) + da(y). 


3-b dA lipschitzienne : — Fixons x et y deux éléments de ÆE. On à da(x) — da(y) < d(x,y) et en 
échangeant leurs rôles , il vient da(y) — da(x) < d(x, y), d’où on en déduit 


IdA(x) — da(y)| < d(x, y). 
Le résultat annoncé en découle. 


4 da = dx : — Fixons x un élément de E. Comme on a À C À, on peut déjà écrire l'inégalité 
d-x(x) < daA(x). Par ailleurs, considérons € > 0. 

Il existe ae € À tel que : d(x) < d(x, ac) < dx(x)+e/2. En outre, il existe a € A tel que d(as, a) < €/2. 
On en déduit que : 


dA(x) < d(x, a) < d(x, ac) + d(ae, a) < d(x) +e/2+e/2 = dx) +e, 
ie da(x) < dx(x) + €, inégalité valable, pour tout £ > 0, d’où légalité annoncée. 


5-a da — dg ssi À — B : — Supposons d1 — dg et considérons x € À. Alors on a successivement 
da(x) = 0 = dg(x) et par suite x € B = B, car B est fermé, d’où À C B et par symétrie, À = B. 


5-b da = dg ssi À = B : — Comme da = dx et dg = dy, on peut écrire que da = dg ssi dx = dx 
ie, puisque À et B sont fermées, ssi À = B. 


6 Cas À compact non vide : — Considérons x dans E. 
L'application y + d(x,y) est continue sur le compact À donc elle admet un minimum sur À. 
En particulier, il existe a € À tel que d(x, a) = min d(x,y) = da(x). 

yE 


7 Cas E affine euclidien : — Fixons x un élément de E et r = 1+d(x, À). 
Considérons Br(x,r) la boule fermée de centre x et de rayon r. 
La définition de d(x, A) permet de voir que : 


d(x, À) = inf d(x,a) = inf d(x, a) . 


a€A ae ANBr(x,r) : 
Comme E est de dimension finie, l’ensemble AN Br(x,r) est compact et l’on a alors 


d(x, À) = inf d = i d 
Ge, ) Rae (rie) REAMEE CE) (a); 


du fait que l’application y d(x, y) est continue sur Æ, d’où le résultat annoncé. 


8-a A est fermé : — Remarquons que À est fermé. En effet, pour x un point adhérent à À, on à 
dA(x) = d(x, À) = 0. Les hypothèses sur À assure que x € À et donc que À est fermé. 


8-b A est un intervalle fermé : — Nous allons établir la convexité de A. Si À est un singleton, le 
résultat est immédiat. 

Sinon considérons (u,v) € A? avec u < v. Montrons que [u, v] est contenu dans À. 

Raisonnons par l’absurde. Supposons l’existence de w Elu, v[ tel que w & À. 

Les ensembles S = [u,w] N À et T = [w,v] N À sont des compacts non vides. 

On peut donc poser a = max S et 5 — min T de tel sorte que a < w < B et [a, B]N À = {a, B}. 


Le réel y = SE vérifie alors 


do 4) = he = y 41= ÈS, 


ie que cette dernière distance est atteinte en deux points distincts de À, ce qui constitue une contradic- 
tion. En conclusion, À est un intervalle fermé de R. 


9 Expression de dx(x) : — Pour tout y = (y1,:-: ,Yn) € H, on peut écrire : 


lait +: + Qntn + 0] = (ati ++: + antn + b) — (aiyi + ++ + anYn + b)| 
= |a1(r1 — 1) ++: + an(Tn — Yn)| 
< |lallllz — y}, 


avec un cas d'égalité lorsque y = p(x), la projection orthogonale de x sur H. 
Le résultat annoncé en découle. 
I-B : Quelques exemples dans M, (R) 
10-a Expression de |[u|| : — Considérons B = (e1,--- ,e,) une bon de vecteurs propres associés aux 
valeurs propres respectives À1,:--,À, tels que 0 < A1 < --- < An. 
nm 
On à pour tout x € R” tel que |x|| = 1 et x = Ve : 


i=1 


lu(æ)|2 = SA? < À Da? = À 
i=1 i=1 


avec un cas d'égalité pour x = e», d’où le résultat annoncé. 


10-b Expression de || A|| : — Cela découle du fait que À et w ont le même spectre. 
11-a Existence de C : — Les matrices MM et I, sont congruentes donc {M M est symétrique définie 
positive. Il existe donc U € O,(R) et D = diag(A,--- , An) avec À; > 0 pour tout à € [1,n] tels que : 


MM =tUDU =U!DU. 


On considère À = diag(X1,:::, An) et on pose C ='UAU. Les matrices C et À sont congruentes 
donc C'est symétrique définie positive. En outre, on a bien : 


C? = (U AU) — (D EAU _ U-LA2U _ U-tDU MM, 
d’où le résultat. 


11-b Existence de U : — Comme C'est inversible, on peut poser U = MCT!. 
On a bien M = UC avec successivement : 


DL MO NMO FSC IMMO EC MM CCC TEL; 
d’où le résultat annoncé. 


12-a 7 est fermé : — L'application déterminant est continue sur M, (R) comme fonction polynomiale 
à plusieurs lettres. Il en découle que 7 = det”_!({1}) est fermée comme image réciproque d’une partie 
fermée de R par une application continue. 


12-b 7 n’est pas compact : — Notons (E;;)1<; ;<n la famille de matrices canoniques de M,(R). 
La suite M, = 1, +pE:2 est à valeurs dans Z et est non bornée. Il en découle que n’est pas bornée 
et a fortiori non compact. 


13 d(0,,.7) = 1 : — Considérons M une matrice de Z. 
Introduisons sa décomposition polaire M = UC avec U orthogonale et C’ symétrique réelle > 0. 
On a facilement [[U|| = ||U-1| = 1, puis on peut écrire : 


M = UC < IUINICI = ICT et AC = AU MN < AU = MA, 
ce qui fournit |[M/|| = ||C||. Par ailleurs, on a 
det(C)? = det(C?) = det((MM) = det(M}? = 1. 


Comme det(C) > 0, on en déduit que det(C') = 1. Ces dernières égalités donnent || M] = ||C'| > 1, en 
vertu du fait que C à au moins l’une de ses valeurs propres > 1. 
On à un cas d'égalité pour M = 1,, d’où le résultat annoncé. 


14 Cas d’égalité : — Le cas d'égalité | M|| = 1 dans ce qui précède conduit à ||C|| = 1, d’où le spectre 
de C'est alors contenu dans ]0, 1]. Comme det(C) = 1, on en déduit que chaque valeur propre de Cest 
égale à 1, ie puisque C' est diagonalisable, on peut écrire que © = I,, ou encore que M € SO, (R). 

On à donc établi que l’ensemble des matrices de 7 en lesquelles cette distance est atteinte est SO, (R). 


15-a Relation souhaitée : — On peut écrire que | 4?|| < || A|?, pour tout p € N. Le membre de droite 
étant le terme général d’une série géométrique convergente, on a la convergence absolue demandée. 
En outre, on a du fait de la continuité de la multiplication matricielle : 


(n—A)) A4P=S (4 APt)= 7, 
p=0 p=0 


d’où le résultat annoncé. 


15-b Implication souhaitée : — Fixons T € GL,(R). Introduisons M € M,{R) telle que H = T-M 


1 
vérifie : [|| < ET Alors on peut écrire 


M=T-H=T(I, -T 1H). 


Comme on a 
ITA < IT | (LA < 1, 


la matrice 1, — TH est inversible et par suite M est inversible, d’où le résultat. 


1 
16 d(T, A) = IT : — Ce qui précède montre que si M est singulière, on a 


1 


—— < |T — M|. 
a Al 


On va déterminer une matrice M € .$ pour laquelle on a égalité. 

Introduisons T = UC la décomposition polaire de T' avec U orthogonale et C' symétrique réelle > 0. 
On peut écrire C = ‘Pdiag(A,:::,An)P où P est orthogonale et 0 < À < ::: < À, sont les valeurs 
propres de C. À l’aide de ce qui précède, on en déduit comme en 13 que 


1 
T1 . C1 , 


L’inégalité précédente devient un cas d’égalité pour le choix de 
M = U‘Pdiag(0, À2,:-: ,An)P 


qui est bien une matrice singulière, d’où le résultat annoncé. 
Partie IT : Points d’une courbe sur une même ligne de distance 
17-a Variation de f : — La fonction f est de classe C® avec : 


1 = _29() À _ 
(VxeR), FG)= Ty où g(x) =e*(1—-x) +1. 


Comme g'(x) = —xe”, on a les variations suivantes pour g : 


x O0 0 +00 


qui met en évidence, par le théorème de la bijection sur [0, +, l’existence d’un unique réel a €]1, 2[ 
tel que g(a) = 0, du fait que g(1) = 1 > 0 et g(2) = 1 — e? < 0. 
On en déduit les variations suivantes pour f : 


et donc f présente en à un maximum. 


17-b Représentation de FT : — 


18 Implémentation de alpha : — On a vu que g est strictement décroissante sur [1,2] et s’annule 
en a. Commençons par définir g : 


Fonction g(x) 
retourner (1-x)*expo(x)+1 


On procède à la recherche d’un zéro de g par dichotomie sur [1, 2]. 


procédure alpha(epsilon) 
Initialiser a à 1 
Initialiser b à 2 
tant b-a>epsilon 
faire 
début de boucle 
m=(a+b)/2 
si g(m)>0 
a<-m 
sinon 
b<-m 
fin de boucle 


renvoyer (a+b)/2 


19 f est intégrable sur [0, +oo[ : — La fonction f est continue sur [0, +oo![ avec 


n ze = O(e-"/?), 
f{e) 26% = 0e") 


+00 
Comme x + e7*/2 est continue intégrable sur [0, +oo!, le résultat en découle. 
8 


20 Relation souhaitée : — Le résultat est clair à l’origine. Sinon, pour x > 0, la série proposée est 
géométrique de raison —e* €] — 1,1] donc elle converge et l’on a : 


D 1+e-t 


Sheet 
n=0 


21 Calcul demandé : — Par des arguments analogues à ci-dessus, on vérifie que chaque f, est C° 
intégrable sur ]0, +oo[ avec : 


TR puy 2 
AE Qte HE qe = À 
Lune TE 


ie >: [l |fn| converge. Le théorème d'intégration terme à terme s’applique et donne : 
R+ 
neN 


Ah mn) 


On a successivement : 


75. 100 = — — = —, 
— (2p + 2) LR 24 
et 
- 1 Si = 1 3 1 7 
D ane D D on ra da en 
AUDE Sp SUP Asp 8 
d’où la relation : 
- 1 Î T? 
= 2 ————— — — = + 
> ns ral 
22-a CNS d’équidistance à À : — Pour tout point M de coordonnées (x, y), on a d(M, À) = [y|. 
Si M1 et M2 sont de coordonnées respectives (x1,y1) et (x2,y2), on à y1 = f(æ1) et ya = f(x2) et donc 
d(Mi, À) = d(Mb, À) ll = ly2l Lf(x1)| = 1f(æ2)}, 
d’où le résultat. 
22-b Existence de 4 : — Considérons x €]0,a]. Un point N de l d’abscisse y > à vérifie donc la 


condition requise si et seulement si : |f(x)| = |f(y)| ie f(x) = f(y). 

La fonction f est continue et ses variations assure que f(x) €]0, f(a)] puis qu’elle induit une bijection 
de [a,+o{ sur ]0, f(a)]. On en déduit l’existence d’un unique réel y € [a, +oo![ tel que f(y) = f(x). 
Le point N de l° d’abscisse y répond donc à la question. 


23-a Expression de @ : — La fonction f est continue sur R. Ses variations assure que f, est stricte- 
ment croissante et réalise une bijection de ]0, a] sur ]0, f(aæ)] puis que f2 est strictement décroissante et 
réalise une bijection de [a, + sur ]0, f(a)]. Pour tout (x, y) €]0, a] x [a, +co[, on peut écrire : 


(x) = f(y) fi) = (y) = R'(A()) = y, 


ie que l’on a l'expression @ = f; lo fi. 


23-b Continuité de 4 : — Les fonctions f1 et f2 étant continues, la réciproque de f2 est continue puis 
par théorème de composition, la fonction 4 est continue. Les règles de composition et de monotonie 
assure que w est strictement décroissante, que (a) = à puis que p(x) = f7" (f(x) —r— +00. 


24 Équivalent en 0 : — En partant de la relation f(w(x)) = f(x), il vient : 


2æ _ 2p(x) 
1+er 1+ev() 


On a donc au voisinage de l’origine : x é. 2p(x)e-?), du fait que p(x)—7—+ +00. 


En passant au logarithme, on peut écrire : In(x) a —p(x), soit o(x) a In(x). 


25 Régularité de @ : — Les fonctions f1 et f2 sont strictement monotones de classe C®© puis fs 
ne s’annule pas sur Ja, +oo[. Ainsi f, ! :]0, f(a)] — [a,+oo[ est de classe C® sur ]0, f(a)[ puis par 
théorème de composition, la fonction 4 est de classe C'© sur ]0, a. 


26 Dérivabilité de ÿ en a : Les théorèmes généraux ne permettent pas de conclure du fait que 
f'(a) = 0. On va raisonner directement. Remarquons que f”(a) Z 0. 
En effet, on a : 

(VzeR), f'(x)(e’ +1)* = 2g(x), 


d’où par dérivation, il vient 


d’où ce premier point. 


LS 
On en déduit qu’autour de a, on a: f(x) — f(a) ED jo) puis, comme p(r)—5— à, il 


vient f(w(x)) — f(a) = CON) La relation f((x)) = f(x) conduit à 


œ—a) 
2 


(e(x) 


CG pro) f'@) ie p(a-a-(r- 0), 


d’où y est dérivable en a, avec w'(a) = —1. 


III : Courbe médiatrice de deux fermés dans R? 


27-a Cas d’un point et d’une droite. — On suppose que À = {a} où a € PT et que B est une 
droite horizontale. Il est bien connu que l’ensemble des points équidistants de a et de B est la parabole 
de foyer a et de directrice B. 


27-b Cas À = {(0,1)} et B = {(—1,—-1),(1, —-1)}. — Nous poserons a = (0,1),b1 = (—1,—1) et 
b2 = (1,—1). L’axe des ordonnées constitue la médiatrice de [b1,b2] (cf figure 1), donc pour 

m= (x,y) € P,ona 

d(m,b1), pour x <0 

d(m,b2), pour x >0 


dg(m) = { 


Notons wa, la fonction dont le graphe sur R est la médiatrice de [a, b], pour tout b € 7. 
On voit alors que l'1,8 est l’ensemble des points du graphe de la fonction sup(oa b; ; Ya,b» )- 


Y = Pa (x) ; Y = Pa.b}(x) 
a 
bi Da 
Figure 1 
28-a Majoration souhaitée. — Les hypothèses permettent d’avoir da(xo,t) < d((xo;t), a) puis 


dg(to;,t) >t, pour tout t > 0. Le résultat en découle. 


28-b Éxistence de to. — Introduisons un point a — (a, a2) de À. On peut écrire : (V4E R), 


d((xo, t), a)” — = (d((xo;t), a) —t)(d((xo;t), a) +t) = —2ta2 + (to ai) +05, 
ce qui fournit la relation demandée pour le choix de 
X=2a2>0 et = —((x0 — a)? + a). 
D’après ce qui précède, on a pour tout t > Ü 


XM+u 

di Ce 0) sie TE 
TE 

Le dernier membre est < 0 pour t > 0 assez grand puisque À > 0, d’où le résultat. 

28-c &,, prend des valeurs > 0. — Si b = (b1,b2) € B, on a de même b2 < 0 et pour t < 0 


2tb2 — (to = bi)? ne b2 


BP, (ét) > 
202 ae, + 
La fonction &;, prend donc des valeurs > 0 pour t < 0 avec |t| assez grand. 


28-d Éxistence de Yo. La fonction ®,, est continue comme composée d’applications continues. Le 
théorème des valeurs intermédiaires assure alors l'existence de y € R tel que ®,, (yo) = 0. 


28-e B,,(y) > 0. Le point m est situé sur l’axe : x — xo strictement sous mo. (cf figure 2) 


D 


= 
P+ \ 
Mo — (To; Yo) 
m (to, y) 
P- 
TX — LG 
Figure 2 


On a da(mo) = dg(mo) et l’on peut déjà écrire que dp(m) < d(m, b). 

Considérons un point a € A. Comme on a d{mo,b) < d(mo, a), les points mo et b sont sous la médiatrice 
du segment [a, b], qui selon les hypothèses n’est pas vertical. En particulier, le point m est strictement 
sous cette médiatrice et donc d(m, b) < d(m, a). 


Comme il existe a’ € À tel que da(m) = d(m, a’), on en déduit que dg(m) < d(m,b) < da(m), puis 
que P,,(y) > 0, d’où le résultat annoncé. 


28-f Éxistence de &A,B- — De manière symétrique, on vérifie que pour y > yo, on à P,,(y) < 0. 
On en déduit que pour tout réel x, il existe un unique réel y = 4,p(x) tel que l’élément (x, y) € l'4,g. 
Il en résulte que w4,p : x + a gx) constitue une application de R dans R, dont le graphe est 
exactement la courbe médiatrice de À et B. 


29 Convergence de (uh)nen. — Nous allons raisonner par l’absurde. Supposons que ce ne soit pas 
le cas. Alors il existe € > 0 tel que : 


(VrnEe N),(=p > n) tel que [u, —0|>e. 


Introduisons l’application ® : N — N définie par récurrence comme suit : 

Il existe #(0) > 0 tel que [uy(o) — a] > €. Supposons #(0),--: ,#(n — 1) définie pour n > 1 tel que 
0 < #(0) < --: < Y(n — 1) avec Juy(x) — do] > €, pour tout k € [0,n — 1]. 

Il existe alors un entier Y(n) > #(n — 1) tel que [uy{(n) — o| > €, d'où Ÿ vérifie la propriété précédente 
jusqu’au rang n. L'application d : N — N est alors strictement croissante et met en évidence une suite 
extraite (uy(n))nen telle que [uy(n) — o| > €, pour tout n € N. Comme (uy(n))nen est bornée, elle 
admet une valeur d’adhérence qui sera de même valeur d’adhérence de (u, ),en et donc © est une valeur 
d’adhérence de (uy(n))nen, Ce qui contredit [uy(,, — o| > €, pour tout n € N. 

Il en découle qu uw — 0. 


30-a Éxistence de P, et P2. — Les inégalités vues en 28-b-c montrent que, avec les mêmes notations 


(to — b1)? + bà _ : (to — 1)? + ai 


Yo < 


2b2 ù 2a2 
On en déduit que les polynômes 
1 1 
Pi=—=((X-b)?+b5) et Pr = —((X — a)? + ai) 
2bo 2a2 


vérifient les propriétés requises. 


30-b (Yn)nen est bornée. — Les polynômes P, et P2 étant continues, on à Pt) rs Pix) 
et P(tn) = Po(x). Les inégalités : 


(VneN), Piftn) < Yn < Poftn), 
assurent que la suite (Yr)nen est bornée. 


30-c Unicité demandée. — La suite (y7)nen est bornée donc par le théorème de Bolzano-Weierstrass, 
on peut considérer y l’une de ses valeurs d’adhérence. 

Il existe donc une suite extraite (Yw(n))neN de limite u. Les fonctions dA et dB sont continues car 
lipschitziennes et l’on a : 


(VneN), dA(Ty(n): Yy(n)) = dB(Ly(n); Yo(n))- 


Un passage à la limite conduit donc à da(x,u) = dp(x,p) et par suite u = pA B(x). 
La suite (Y» }nen est bornée et admet 4 8(x) pour unique valeur d’adhérence, d’où le résultat demandé. 


30-d Continuité de @A,B. — La suite (Yn)nen est bornée et admet 4 8(x) pour unique valeur 
d’adhérence. D’après le résultat vu en 29 , on a Yyn = pA Ban) 5 pA,g(x), ce qui assure la 
continuité de w4,8 au point x, propriété vérifiée pour tout x € R, d’où le résultat. 
31 Exemple demandé. — On prend À = {(0,1)} et B l’axe d’équation y = —1. La courbe médiatrice 
2 
x 
est la parabole d’équation y — x? /4A et donc pa B:tr FR La fonction 641,8 est de classe CT sur R à 


dérivée non bornée, donc elle n’est pas lipschitzienne sur R. 


32-a Compacité de TI”. — Le graphe [” est compact comme l’image du compact 1 par l’application 
continue z + (x, A g(x)). 


32-b Existence de Ro. — L'application dA est continue sur R? donc elle est bornée sur le compact 
T”, d’où le résultat. 


32-c Existence de R. — Notons S la boule fermée de rayon Ro, centrée à l’origine. L'application 
définie sur le compact [’ x S par (m,u) > m + u est continue donc est bornée. 
L'existence du réel R en découle. 


33 Propriétés de K 4 et KB. — Les ensembles K41 et KA sont compacts comme intersection d’un 
fermé et d’un compact. 

Tout disque fermé de rayon Ro centré sur l” rencontre À et B puis est contenu dans Br(0,R). Il en 
résulte que K1 et KB sont non vides. En outre, on a Ka CAC PTet KBàCBCPT.. 

Introduisons x0 un point de I et posons mo = (æo. pA,B(to)). Il existe (ao, bo) € À x B tel que 


da(mo) = d(mo, ao) = dg(mo) = d(mo, bo). 


La définition de R assure que (ao, bo) € KA x KB puis que da(mo) = dx, (mo) et dg(mo) = dk, (mo). 
On en déduit que mo est sur la ligne médiatrice de KA et Kg et que [” est le graphe de la ligne 
médiatrice de À 1 et KB sur I. 


34 + est lipschitzienne sur J. — Si T est le graphe d’une fonction dans %9, où l’on a choisi (6) 
comme premier axe, on en déduit que [ne présente aucune corde dans une direction perpendiculaire à 


6(8), pour tout 0 €] — p, p[. Cela impose alors que l’on a 0 < p < . On en déduit que la pente d’une 


corde de l'est contenue dans l’intervalle [—-cotan(p), cotan(p)] et que # est k-lipschitzienne sur J avec 
k = cotan(p). 


35 pA,8 est lipchitzienne sur I. — Le résultat précédent a permis de se ramener au cas où en plus 
A et B sont compacts, ce que nous supposerons dans toute cette question. 
On peut par translation se ramener au cas où À et B sont contenus dans le demi-plan 


LHÉUE Pire CE 
Il est facile de voir que l’on peut trouver deux rectangles pleins ouverts (voir figure 3) 
Ra ={(x,y)E P ; 0< aa <x< Ba,0 < À4 < y < ua} et 


Rp = {(x,y) EP: 0<ap <x< BPB,ÀB <y<yup <0} 


Figure 3 


contenant respectivement À et B. 
La droite 6(p) passant par l’origine dont la pente est p € [pp,pA], où 


_ À4 _hB 
BA BB° 


sépare au sens stricte À et B, c’est-à-dire délimite deux demi-plans ouverts contenant respectivement 
A et B, de manière analogue à l’axe des abscisses. La ligne médiatrice de À et B est alors le graphe 


PA et PB 


d’une fonction dans tout repère orthonormé directe où l’on a choisi 6(p) comme premier axe, pour tout 
p € [pB.pA]. Le résultat est alors une conséquence de la propriété établie dans la question précédente. 


Partie IV : Existence d’asymptotes lorsque À et B sont 
compacts 


36-a Premier résultat. — Notons a = (0,a1) et B = [a,0] x [8,7] où a < 0 et 8 < + <0. 

On peut alors introduire deux de ses sommets b1 = (a,7),b2 = (0,7), la droite À, = (b1b2) puis da, 
et Ov les médiatrices respectives des segments [a, b1] et [a,b2]. (voir figure 4) 

On voit facilement que les points situés au dessous de À,,, à gauche de b; (resp. à droite de b2) restent 
strictement sous les médiatrices 04, et 8, Ces points sont donc strictement plus proche de B que 
de a et ne sont pas sur l'4 8. 

Enfin si m est un point situé sous le segment [b1,b2], toute arête qui joint m à a rencontre [b1,b2] et 
donc vérifie dg(m) < da(m). Le résultat en découle. 


36-b Détermination de l'4,8. — Ce qui précède montre que l'4,8 est située au dessus de À. 


Ôa,b2 
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Figure 4 
Avec les notations précédentes, on a successivement pour tout point m = (x, y) situé au dessus de À. : 


d(m,b1), pour <a 
dg(m) =< d(m,A,), pour a <x<0 . (voir figure 4) 
d(m, b2), pour x > 0 


Introduisons les fonctions Qa,b:; Yabs €t Wa,A, dont les graphes respectifs sont 0,6, , da,s, et la parabole 
de foyer a et de directrice À,. Notons À l’enveloppe supérieure de ces trois fonctions. 
L'expression de dg sur ce demi-plan assure alors l'égalité À = l'4 8. 


386-c Dérivabilité. — Seuls les points de raccord posent un problème. 
La tangente en un point m de l’arc de parabole est la médiatrice de [a,h], où h est la projection 
orthogonale de m sur [b1,b2]. On en déduit la dérivabilité de 4 8. 


37 Equivalence. — La caractérisation vue en III-28-e donne pour tout m = (x,y) € ?, 
(da(m) < dp(m)) = (y>va8B(x)) et (da(m) > dg(m)) = (y < va(x)), 
d’où le résultat demandé. 


38-a Pa,b < Pa,p- — Considérons un réel %o, puis posons Yo = Pa,B(to) et Mo = (To, Yo). 
Pour tout élément b € B, on peut écrire 


d(a, (to, Pab(ro))) — d(b, (o, Pab(to))) > dB (xo: Pab(xo)) 
donc par la caractérisation ci-dessus, on en déduit wab(to) < Yo = Ya,g(t0o), d’où le résultat. 


38-b Sup Pa,b — Pa,B- — Gardons les notations précédentes. L'ensemble B est fermé donc on peut 
bEB 
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introduire b, un point de B tel que d(mo, bo) = dg(mo). Alors on a w, 8, (To) = yo d’où on en déduit 


SUP Pa,b(To) = MAX Pa b(To) = Pa,B(To), 
bEB beB 


et le résultat annoncé. 


39 inf SUP Pa,b = PA,B. — Considérons un réel xo, posons yo = A,B(%0) et Mo = (To, Yo). 
a€CA LEB 
Pour tout a € A,ona 


dg (xo: Pa,B(to)) T d(a, (to; Pa,B(xo))) > dA (xo, Pa,B(xo)) 


et donc par la caractérisation ci-dessus, on à 


Pa,B(to) > Yo = LA,B(xo). 


On en déduit que pour tout a € À, on a sup Ya > LA, et l'existence de inf sup gas. 

beB a€EALEB 
Par ailleurs, si ao est un point de À tel que d(mo, ao) = da(mo) = dg(mo), on à Pas, B(t0) = Yo. 
Il en découle 


1 f = 1 — 
inf Pa.B(to) = min a,B(to) = pA,B(xo), 
et le résultat annoncé. L’autre égalité s’obtient de manière analogue. 


40-a Éxistence de p(t). — Considérons un réel £. 
Traitons l’unicité. Pour tout u € R, la droite d’équation : æ = ty + u s’appuie sur À à droite si et 
seulement si, pour tout (x,y) € À, x — ty < u avec au moins un cas d'égalité. Il en résulte qu’un réel u 


vérifie les propriétés requises si et seulement si u = nes (x — ty). 
(æ,y)EA 


Traitons l’existence. L'application (x, y) + x — ty est continue sur R?. L'ensemble À est un compact 
non vide donc p(t) = nn — ty) est un réel bien définie. Le résultat demandé en découle. 
€ 


; 


40-b p est lipchitzienne. — Supposons que À et B soient contenus dans le carré [-k, k[?, où k > 0. 
Nous allons établir que p est k-lipschitzienne, donc continue sur R. 
On peut écrire, pour tout (x,y) € A et (s,t) € R?, 


z—sy=x—ty+(t—s)y < pt) +|s—tlk, 


ce qui assure p(s) < p(t) + k]s —t|, puis p(s) — p(t) < kls —-t}. En échangeant le rôle de s et t, il vient 
pour (s,t) € R?, [p(t) — p(s)| < k|s — t|, d’où le résultat annoncé. 


40-c Dernière propriété. — Considérons des réels s et t tels que s < t. Introduisons (x0, yo) € À tel 
que p(t) = to — tyo. Comme % > 0, on peut écrire 


p(t) = xo — tyo < To — Syo < p(s), 


ce qui assure que p est strictement décroissante. En outre, À étant compact, les hypothèses assurent 
l’existence de y > 0 tel que À soit situé au dessus de la droite y = y. 
Pour tout réel #, il existe (x(t), y(t)) € À tel que x(t) = ty(t) + p(t). En gardant les notations de 5-b, 
on peut donc écrire 
p(t) >—k-—tu, pour t <0 
{ p(t)<k—tu, pourt>0 ? 


et par suite p{t)—#+ +00 et pt) 7 — 00. 
Le théorème de la bijection assure que p est un homéomorphisme strictement décroissant de R dans R. 


41 Existence de ô. — On introduit de manière analogue la fonction définie sur R 


gitr L ty). 
Pour tout t réel, q(t) est l’unique réel tel que la droite d’équation : x = ty + q(t) s'appuie sur B à 
droite. On vérifie de même que q constitue un homéomorphisme strictement croissant de R dans R. 
Le problème équivaut à montrer l’existence d’un unique réel 0 tel que p(@) = q(0). 
Les propriétés de p et q assurent que q — p est un homéomorphisme strictement croissant de R dans R. 
Le résultat en est une conséquence directe. 
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42 Existence de [m1,mB]. — La définition de Ô assure que F4 = 6N A et Fn = NB sont des 
compacts disjoints non vides de la droite 6. 

On peut alors jusqu’à la fin de cette question se placer dans un repère orthonormal Z, dont l’axe des 
abscisses est Ô, avec F4 € {(ai, y) € P ;a1 < 0} et Fp € {(x1, y1) € D ;21 > 0}. 

Le compact FA de la droite 8 admet un unique point d’abscicce maximale m4 = (a4,0) et le compact 
FB admet un unique point d’abscicce minimale mg = (bg, 0). 

On peut donc écrire pour tout point a = (a1,0) de Fa et b = (b1,0) de FB, 


d(a,b) = b1 — a > bp — aa = d(mA,mp), 
avec égalité si et seulement si a = mA et b = mp. Le segment [m14,mB8] vérifie les propriétés requises. 


43 Ô’ est asymptote à l'4,p. — Pour (a,b) € PT x PT, notons 0,5 la médiatrice du segment [a, b] 
et paw Sa pente. La droite d’ admet une équation du type : y = ux + v, avec (u,v) € R°. 
Fixons € > 0 un réel assez petit, b- le point de Ô tel que celui-ci reste contenu dans 27 et tel que A: 
la droite d’équation y = ux + v + € soit la médiatrice du segment [m1,b.]. (voir figure 5) 


Figure 5 


Considérons à gauche de 6 dans 47, un rectangle plein R dont l’un des cotés est un segment [b., o] de 
6, contenant 6 N B dans son intérieur. On a déjà 


PA,B < Pma,B — SUP PmA,b- 
bEB 


Pour un point be RNB, on peut écrire 
Pma,b < SUP Pmab = PmaA,R: 
b'ER 
D'après la question 36, il existe un réel m1 > 0 tel que : 


(VzeR), (x > M) — Pmar(T) = ur +v+e. 
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Par ailleurs, notons K, l’adhérence de B\R. D'après le choix du rectangle R, K, est un compact de 
qui ne rencontre pas 0. Supposons que K, est non vide. 

Alors pour b € K,, on vérifie que Pra,b < Pmasmr PUIS OmA4,0 rencontre À. en un unique point 04. 

En particulier, pour tout b € K,, si o,1 est l’abscicce de o, dans , on a : 


(Vx > 1); Pmab(t) S'UT +V+E. 


L'application b+ @,1 étant clairement continue sur K,, on peut définir 72 = max 0b,1: 
EKo 


On a alors, en posant 7 = max(m,"2), (si K, est vide, on pose 7 = m) 
(VzEeR), (x>17) — pag(x) <ur+v+e. 

En échangeant les rôles de À et B, on obtient de manière analogue l'existence d’un réel 7’ > 0 tel que : 
(VreR), (x>7)— pag(x) >ur+v—Ee, 


ce qui assure @A,B(x) — (ux +v)—+#s+ 0 et le résultat annoncé. 
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